
Exercice 1 : (5.5pt) 

Soit (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ la suite définie par : {
𝑢0 = 0                                                     
𝑢𝑛+1 =  2𝑢𝑛 + 1 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑛 ∈ ℕ

 

1) a/ Montrer que, pour tout n∈ℕ∗, 𝑢𝑛 𝑒𝑡 𝑢 𝑛+1 sont premiers entre eux. 

b/ Montrer que, pour tout n∈ℕ, 𝑢𝑛 = 2𝑛 − 1 . 

c/ Calculer alors, (21106 − 1)Λ(21107 − 1) 

2) a/ Vérifier que, pour tout (𝑛, 𝑝) ∈ 𝐼𝑁2 on a : 𝑢𝑛+𝑝 = 𝑢𝑛(𝑢𝑝 + 1) + 𝑢𝑝. 
b/ Montrer, par récurrence sur k, que : pour tout n∈ℕ∗, pour tout k ≥ 2  

𝑢𝑘𝑛𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑝𝑎𝑟 𝑢𝑛.  

3)      p :un nombre premier,  

a/ Montrer que si 𝑝 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑒 𝑎2 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑝 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑒 𝑎. 

b/(𝑜𝑛 𝑟𝑎𝑝𝑝𝑒𝑙 : 𝑥 ∈ ℚ 𝑠𝑖 𝑒𝑡 𝑠𝑒𝑢𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑠′𝑖𝑙 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 (𝑎, 𝑏) ∈ ℕ2𝑒𝑡 

𝑎 Λ b = 1, tels que 𝑥 =
𝑎

𝑏
 ) 

Démontrer que √𝑝  ∉ ℚ.   

 

4) a/Vérifier que 13 divise 𝑐 = 513 − 5 

b/On admet que 8191 est premier. 

Montrer que √(2𝑐 − 1)Λ(213 − 1)  ∉ ℚ . 

Question facultatif (1 point bonus) 

Prouver cette affirmation : si (𝑢𝑛 𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑟𝑒𝑚𝑖𝑒𝑟) 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 (𝑛 𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑟𝑒𝑚𝑖𝑒𝑟). 

Exercice 2 : (3.5pt) 

I. Soit la fonction 𝑓 définie sur ℝ 𝑝𝑎𝑟 𝑓: 𝑥 ⟼
𝑥

2+𝑥²
 

Dresser le tableau de variation de 𝑓 sur [0,1] 

II. Soit (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ la suite définie par {
𝑢0 = 1           

𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛

2+𝑢𝑛²

   . 

1) a/ Montrer en utilisant 𝑓 que : pour tout 𝑛 ∈ ℕ ; 𝑜𝑛 𝑎 ∶ 𝑢𝑛 ∈ [0,1]. 

b/ Montrer que 𝑢𝑛 est décroissante. 

2) a/ Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ : 𝑢𝑛+1 ≤
𝑢𝑛

2
 . 

b/ en déduire que pour tout 𝑛 ∈ ℕ : 𝑢𝑛 ≤ (
1

2
)
𝑛

. 

c/ Déterminer alors lim
𝑛→∞

𝑢𝑛  . 



Question facultatif (1 point bonus) 

Soit 𝑆𝑛 = ∑
1

𝑢𝑘

𝑛
𝑘=0  ; Montrer que 𝑆𝑛 diverge. 

Exercice 3 : (6pt) 

           Soit ABCDEFGH in cube d’arête 1. On munit l’espace du repère orthonormé direct 

( 𝐴, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗). (Figure 1) 

1) a/Déterminer les composantes de vecteur 𝑛⃗ = 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∧ 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

b/ En déduire qu’une équation cartésienne du plan (BEG) est : 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0 

2) a/Vérifier que : (𝐷𝐹) ⊥ (𝐵𝐸𝐺) 

b/Déterminer les coordonnés du point k l’intersection de (𝐷𝐹)𝑒𝑡(𝐵𝐸𝐺) 

3) pour tout réel m. On considère l’ensemble 𝑆𝑚 des point 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) vérifiant 

l’équation : 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑚𝑥 − 2(1 − 𝑚)𝑦 − 2𝑚𝑧 + 2𝑚 −
1

3
= 0 .  

a/ Montrer que, pour tout 𝑚 ≠
2

3
 𝑆𝑚 est la sphère de centre 𝐼𝑚(𝑚, 1 − 𝑚,𝑚)  et 

de rayon 𝑅𝑚 = √3 |𝑚 −
2

3
|. 

b/Montrer que, pour tout 𝑚 𝑑é𝑐𝑟𝑖𝑡 ℝ ∖ {
2

3
} , 𝐼𝑚 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑒 𝑠𝑢𝑟 𝑙𝑎 𝑑𝑟𝑜𝑖𝑡𝑒 (𝐷𝐹) privée 

de K. 

c/Montrer que 𝑆𝑚𝑒𝑠𝑡 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑎𝑢 𝑝𝑙𝑎𝑛 (𝐵𝐸𝐺) et préciser le point de la 

tangence. 

4) a/ Vérifier que pour tout 𝑚 ≠
2

3
 ; B, E, G et 𝐼𝑚 ne sont pas coplanaires 

b/ Déterminer le volume 𝜈 du tétraèdre BEG𝐼𝑚 en fonction de m, puis calculer m 

pour que 𝜈 =
1

3
. 

 

Exercice 4 : (5pt) 

Soit la fonction 𝑓 définie sur ℝ par 𝑓(𝑥) = cos(2𝑥) + 2𝑠𝑖𝑛𝑥 +
1

2
 . 

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repère orthogonal.  

1) a/Montrer que la droite ∆: x =
𝜋

2
 est un axe de symétrie de (C). 

b/En déduire qu’il suffit d’étudier 𝑓 sur [−
𝜋

2
,
𝜋

2
]. 

2) a/Montrer que pour tout réel x on a : 𝑓′(𝑥) = 4 (
1

2
− sin 𝑥) cos 𝑥 . 

b/Dresser le tableau de variation de 𝑓 𝑠𝑢𝑟 [−
𝜋

2
,
𝜋

2
] . 

3) Calculer 𝑓 (−
𝜋

6
) et 𝑓(0) . 

4) Tracer dans un repère orthogonal (𝑂, 𝑖 , 𝑗 ) la courbe Γ de la restriction de f à 

l’intervalle [−
𝜋

2
,
3𝜋

2
]. (sur la copie à rendre) 

5) Résoudre graphiquement l’inéquation : 𝑓(𝑥) ≥ 0 . 

 



6) Soit 𝑔 la fonction définie sur [−
𝜋

2
,
3𝜋

2
] par : 

 𝑔(𝑥) = |
1

2
cos 2𝑥 + sin 𝑥 +

1

4
| +

1

2
cos 2𝑥 + sin 𝑥 +

1

4
 

On désigne par 𝐶𝑔 sa courbe représentative. Tracer 𝐶𝑔 dans le même repère. 

 



 


